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http://www.fismat.umich.mx/~valero/



Tablas de Marcas

Sea G un grupo finito. Escoja representantes

de las clases de conjugación de subgrupos de

G, y numérelos (usualmente de menor a may-

or), digamos que son H1, H2, . . . , Hn.

La tabla de marcas de G es la matriz de n por

n cuya entrada (i, j) es el número de puntos

fijos bajo Hi del G-conjunto G/Hj, denotado

ϕHi(G/Hj).



Note que

ϕH(G/K) =

= #{xK | h(xK) = xK∀h ∈ H}
= #{x ∈ G | h(xK) = xK∀h ∈ H}/|K|
= #{x ∈ G | (x−1hx)K = K∀h ∈ H}/|K|
= #{x ∈ G | (x−1hx) ∈ K∀h ∈ H}/|K|
= #{x ∈ G | (x−1Hx) ≤ K}/|K|
= #{E ≤ G | E ≤ K y E =G H }|NG(H)|/|K|
= β(H,K)|NG(H)|/|K|

donde A =G B significa que A y B son conjuga-

dos en G, β(H,K) es el número de subgrupos

de G que son conjugados a H y están con-

tenidos en K, y NG(H) denota el normalizador

de H en G.



De manera análoga se puede demostrar que

ϕH(G/K) =

= #{xK | h(xK) = xK∀h ∈ H}
= #{x ∈ G | h(xK) = xK∀h ∈ H}/|K|
= #{x ∈ G | (x−1hx)K = K∀h ∈ H}/|K|
= #{x ∈ G | (x−1hx) ∈ K∀h ∈ H}/|K|
= #{x ∈ G | (x−1Hx) ≤ K}/|K|
= #{x ∈ G | H ≤ xKx−1}/|K|
= #{E ≤ G | H ≤ E y E =G K}|NG(K)|/|K|
= α(H,K)|NG(K)|/|K|

donde α(H,K) es el número de subgrupos de

G que son conjugados a K y que contienen a

H.



Ejemplo 1. Sea G = Cp un grupo ćıclico de

orden p primo. Los únicos subgrupos de G son

H1 = 1, H2 = G, por lo que la tabla de marcas

de G se ve (
p 1
0 1

)

Ejemplo 2. Sea G = C4 un grupo ćıclico de

orden 4. Los únicos subgrupos de G son H1 =

1, H2 = C2, H3 = G, por lo que la tabla de

marcas de G se ve 4 2 1
0 2 1
0 0 1





Ejemplo 3. Sea G = C6 un grupo ćıclico de

orden 6. Los únicos subgrupos de G son H1 =

1, H2 = C2, H3 = C3, H4 = G, por lo que la

tabla de marcas de G se ve
6 3 2 1
0 3 0 1
0 0 2 1
0 0 0 1



Ejemplo 4. Sea G = S3 el grupo simétrico de

orden 6. Los únicos subgrupos de G son H1 =

1, H2 =< (1,2) >, H3 =< (1,2,3) >, H4 = G,

por lo que la tabla de marcas de G se ve
6 3 2 1
0 1 0 1
0 0 2 1
0 0 0 1





Propiedades de las tablas de mar-
cas.

La información siguiente se desprende de cono-

cer la tabla de marcas M de un grupo G. Supo-

nemos que los subgrupos se ordenaron de for-

ma creciente para calcular la tabla de marcas.

El orden del grupo G: Es la mayor de las en-

tradas de la tabla de marcas M (en el lugar

1− 1).

El número de clases de conjugación de sub-

grupos de G: Es el tamaño de M .

Los ı́ndices de los subgrupos de G: Son las

entradas del primer renglón de M .



Los órdenes de los subgrupos de G: Se siguen

de conocer los ı́ndices y el orden de G.

Los p-subgrupos de Sylow de G: Se recono-

cen por su orden.

El ı́ndice de H en su normalizador: Es la en-

trada H −H-ésima.

El orden del normalizador de H en G: Es la

entrada H−H-ésima multiplicada por el or-

den de G y dividida por la entrada 1 −H-

ésima.

El ı́ndice del normalizador de H en G: Es el

cociente de la entrada 1−H dividida por la

entrada H−H-ésima. Este número también

es el número de conjugados del subgrupo

H en G.



El número de subgrupos de G: Se obtiene su-
mando los conjugados de H para toda H.

Los subgrupos normales de G: Son los H tales
que la columna H-ésima tiene sólo dos val-
ores, que son cero y el ı́ndice de H en G.

Los subgrupos K (hasta conjugación) de un

subgrupo H de G: Son aquéllos para los
que la entrada H −K es diferente de cero.

Los subgrupos maximales propios de G: Son
los H para los cuales las entradas del renglón
H-ésimo entre la H−H y la H−G son cero.

El subgrupo de Frattini de G (es la inter-

sección de todos los subgrupos maxi-

males de G): Es el mayor subgrupo nor-
mal de G contenido en todos los subgrupos
maximales.



La tabla de marcas de un grupo cociente

G/H: Usando el Teorema de la Correspon-

dencia, se obtiene encontrando los subgru-

pos de G que contienen a H.

¿Es G abeliano?: Todos sus subgrupos son

normales y no tiene ningún cociente iso-

morfo a los cuaternios de orden 8.

El subgrupo derivado de G: Es el mayor sub-

grupo normal de G cuyo cociente es abeliano.

Los subgrupos ćıclicos de G: Son los H tales

que tienen un único subgrupo para cada di-

visor del orden de H.



Los subgrupos elementales abelianos de G

(es decir, (Cp)n): Están caracterizados por

el número de subgrupos de orden p2. Un

subgrupo H de G es elemental abeliano si

el orden de H es pn para algún primo p y

un entero n ≥ 1, y ya sea que n = 1, o que

n = 2 y H no sea ćıclico, o que n ≥ 3 y que

el número de subgrupos de H de orden p2

sea (pn − 1)(pn − p)/(p2 − 1)(p2 − p).



Problemas resueltos y problemas
abiertos

Dos tesistas ḿıos de licenciatura (Luis Manuel

Huerta Aparicio y Ariel Molina Rueda) resolvieron

los siguientes problemas abiertos usando GAP:

Encontrar los subgrupos H de G tales que

H es abeliano: Podemos determinar si G es

abeliano, y podemos encontrar los subgrupos

de G que sean ćıclicos o elementales abelianos,

pero no se sab́ıa si era posible determinar los

subgrupos abelianos de G. Luis Manuel encon-

tró un grupo de orden 81 que teńıa 4 subgrupos

de orden 27, uno de ellos abeliano y los otros

tres no, que son indistinguibles en la tabla de

marcas.



Encontrar el centro de G: Es posible deter-

minar el subgrupo derivado de G a partir de la

tabla de marcas, pero no se sab́ıa si era posi-

ble encontrar el centro del grupo. Ariel encon-

tró dos grupos G y Q con tablas de marcas

isomorfas, pero cuyos centros teńıan órdenes

distintos (G teńıa centro de orden 8, y Q cen-

tro de orden 4).

El menor ejemplo de grupos no isomorfos

con tablas de marcas isomorfas es 96 (re-

sultado parcial): Otro tesista ḿıo de Licen-

ciatura (Eder Vieyra Sánchez) demostró que

para todos menos 13 números enteros n menores

que 96, no existen grupos de orden n no iso-

morfos con tablas de marcas isomorfas.



La tabla de marcas no determina los sub-

grupos caracteŕısticos: Mi más reciente tesista

titulado de licenciatura (V́ıctor Nozair Garćıa

Ŕıos) demostró que los subgrupos caracteŕısti-

cos no se pueden determinar a partir de la tabla

de marcas.

Por otro lado, un problema (aparentemente

sencillo) que aún no se sabe es si la tabla de

marcas determina al segundo subgrupo con-

mutador, es decir, el subgrupo conmutador del

subgrupo conmutador (y al tercero, cuarto, ...)


